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1. Conduction de la chaleur en régime dépendant du temps

Le sol considéré comme un solide semi-infini est initialement & une température T, = 20°C, puis il est
porté brutalement & Ts = 1000°C en surface pendant 24 h par une coulée de lave d’un volcan proche.

a) Ecrire I’équation de la conduction pour la température en fonction de x (profondeur de

. e . A
pénétration dans le sol), du temps t, et de la diffusivité thermique (g = —).
pc
- X r ’r . £
b) Aprés avoir effectuer le changement de variable u = —=, résoudre I’équation générale de la
2vat
conduction en fonction de u# en introduisant la fonction mathématique erf définie par

2 u
erf(u)y=— Iexp(— - )dé’ . Montrer que la température du sol est :
Vr
T =T +(T, =Ty Jerf (u)
c) Déterminer la profondeur de sécurité telle que la température reste inférieure a 50°¢ en sol sec puis

humide. Méme question a 30°C. On pourra utiliser le tableau de valeurs de la fonction erf figurant

au verso. En quoi les résultats (analytiques) obtenus sont-ils caractéristiques d'un processus de
diffusion ?

Diffusivité thermique du sol : sol sec @ =3.107 m%/s, sol humide a =4.107 m?/s.

2. Rayonnement thermique

Apres le coucher du soleil, I'énergie rayonnée peut étre ressentie par une personne qui se tient a
proximité d'un mur de briques. Un tel mur peut fréquemment avoir une température de 45°C, et son
pouvoir d'émission (degré de noirceur) est de l'ordre de 0.9.

a) Quel est le flux thermique rayonné par unité de surface par un tel mur ?

b) Quelle est la longueur d'onde correspondant au maximum d'énergie rayonnée ? De quel type de
rayonnement s'agit-il ? :
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u erfu u erfu u erf u

0.0 0.0000 0.8 0.74210 - 11.60 0.97635
0.05 0.05637 - 0.85 0.77067 1.65 0.98038
0.1 0.11246 0.9 0.796%1 1.70 0.98379
0.15 0.16800 0.95 0.82089 1.75 0.98667
0.2 0.22270 1.0 0.84270 1.80 0.98909
0.25 0.27633 1.05 0.86244 1.85 0.99111
0.3 0.32863 1.10 0.88020 1.90 0.99279
0.35 0.37938 11.15 0.89612 1.95 0.98418
04 0.42839 1.20 0.91031 2.00 0.995322
0.45 0.47548 1.25 0.92290 2.1 0.997020
0.5 0.52050 1.30 0.93401 2.2 0.998137
0.55 0.56332 1.35 0.94376 2.3 0.998857
0.6 0.60386 1.40 0.95228 2.4 0.999311
0.65 0.64203 1.45 0.953970 2.5 (0.999593
0.7 0.67780 1.50 0.96610 3.0 0.999978
0.75 0.71116 1.55 0.97162 3.6 1.00000

Tableau de valeurs de la fonction erreur (erf)




) (Orwb« h« .

y \7‘&\]0-\ Al A [LNZL/‘

&~ é; %%ﬁ4ﬁg

Rt

/ \_‘— JLly —

5/ on /.in, P T;.T;

SR
I

B A9 s

’bll X:\ 2
, 9 Ay Ju

— T

e e - i - vd.ue
TR P

e 2 Ao

Gl jw .,: TN

E’(wj

af(/oQi }/) ;)‘ R Rt

oy

A o> 9(/ /J

| .xh .C/J),L_A ;u'( {/‘44 Ile. &1,, :

——

“( ~°“0‘ «(47"‘7—'!(, (Ifn,& :\,/\\

F-D

<l %~1Laa

;.a:/q/: ])]{ S ST 4{ __j 61? .
| dveC 5 /4%(+00) Ve

ksl B-0.6)(] s ToT (T) fls)



5o Ty Ta e

ks e ( jgf ) - m({{& jm) /_.’S} ’,

ISR A T |

o a-a Z%W: - Ll (i ss )"- ﬂ‘tj,w, (14 )
R R — T /W.,x
e ,,D} f} u&( r Carecln. JS““ ,/{ e }L’Z_u/bwe«.k’ & A u

’;1_,,; 3% 5/ /;“) . eb(’"/a 7?}:/ e
| §o

’(L;Z'?L/WQHJ ’0";/ "/L' D S5T / 5:( fee
=t s 0w ( sf.limu(;/

Z) /(A ’)u(mW

— (;") /6’) é"(ﬂ— J%zjzla.\,, ﬁligj/u-wg :  o
B »/cm L /é( (e ;cf] £ CT L
=09 J"u [ <d3+45) o suw
- i 5L Sy

| T
B , L= Ll > j e /»1 :
SR At T I SIS /u

-‘-; }”’“Q‘MW ’(7% Q{\/‘\_ f«n\(Lv /fn«}‘ﬁx. R



Université du Maine Licence ST mention mécanique
UFR Sciences et Techniques 6 mai 2008

MEC326B - Transferts thermiques

controle terminal, 1lére session

Exercice : Thermodynamique du moulage et effets

thermiques associés

On s'intéresse & une opération industrielle de moulage de pigces plastiques (plasturgie). II s'agit
de piéces plastiques fabriquées dans le secteur de I’automobile. Dans une premi€re approximation
ces pieces sont considérées comme ayant une symétrie de révolution cylindrique pour un rayon
moyen q.

1- Le liquide, de chaleur massique c;, servant 2 fabriquer les pieéces moulées arrive dans le moule
a la température T, pour une masse my. L'opération de moulage se traduit par un transfert de

chaleur par conduction thermique dans le métal entourant I'empreinte du moule. On suppose, en

premiére approximation, qu'une zone cylindrique du métal de rayon R = a + ¢, oll e est
I"épaisseur effective de métal, est affectée par ce transfert. Le métal, de chaleur massique cq, est

initialement a la température Tp, pour une masse mg. Ecrire le bilan calorimétrique élémentaire, et

en déduire la quantité de chaleur échangée entre le liquide et le métal, ainsi que la température
moyenne Ty, obtenue. Application numérique (pour le calcul de Tp) pour les données suivantes :
m;=0,1kg; c,= 4180J/kgK; T, = 240°C;mg=10kg;cy= 480J/kg K; Ty=25°C.

2- La chaleur apportée au cours de l'opération de moulage (calculée a la question précédente)
s'évacue par conduction thermique dans le métal du moule. Il s'agit d'une configuration de type
"choc thermique" pour laquelle, il faut considérer I'€quation de la chaleur dépendant du temps.
Ecrire cette équation pour le cas oll I'épaisseur e << a (géométrie localement plane). En utilisant
la méthode de séparation des variables, sous la forme B(r,t) =T(rt) - Ty = 7t) R(r), évaluer les

parties radiales et temporelles, 7(z) et R(r), respectivement solutions de I'équation différentielle de
départ. Montrer notamment une dépendance exponentielle pour la partie temporelle, en

exp (- X k1) , ot X représente la diffusivité thermique et ol £ est une constante d'intégration a

priori arbitraire. Montrer enfin que le gradient radial de la température s'écrit sous la forme :




oT(r,t )

—gr—)-=[—kA s1nkr+choskr]exp(—xk2t) .

3- Utiliser les conditions de continuité & l'interface du moule (pour » = a ), 2 la fois sur la
température et sur le flux de chaleur échangée en supposant le gradient de température écrit sous
forme d’une différence finie, (T,-Ty) / a. Aboutir a une expression générale du champ de

température dans le solide sous la forme :

B , Ay coska) . A, sinka 2
O(r,t) = 0, (smka+—/—l—s-———m)smkr+ COSka_Tt;_ch— cos kr| exp (- x k1) ,

avec 6,,=T,-T,. Vérifier que cette expression aboutit bien & la relation de continuité des
températures, sous la forme 7(a,0) = T,

4- Au final, on ne conservera que la dépendance temporelle, en fonction de €xp (— X k%) | sans

chercher a décrire les évolutions spatiales du champ de température. Pour de tels problémes, le

nombre de Biot B, = hTa est pris de I'ordre du produit k£ a. Sachant que la conductance thermique

h vautici 150 W / m? °C, et que la conductivité thermique de I'acier A est prise égale 4 50 W / m

K, pour a = 0,1 m, calculer le temps nécessaire (un ordre de grandeur est suffisant) pour
observer une décroissance de température moyenne du moule d'acier.

S- La valeur numérique obtenue a la question précédente est trop forte, et pour limiter
I'échauffement moyen du moule supposé avoir une température uniforme, un circuit d'eau froide
est installé. Il est constitué de tubes de diamétre ¢ = 2 cm, paralléles a 'axe du moule. On_suppose

dorénavant l'opération de moulage terminée, et il n'y a plus d'apport de chaleur par le liguide de

moulage. On se place juste a la limite entre régime laminaire et régime turbulent, pour lequel la
h
formule de Dittus-Boelter est valide, a savoir : N, =0,023 R*P> oy N, = 7¢ . Calculer le

nombre de Nusselt, sachant que la nombre de Prandt] de l'eau & 20 °C est environ 8. Calculer
aussi la vitesse moyenne d'écoulement de I'eau dans le tube, sachant que le nombre de Reynolds
est environ 2200, pour une conductivité thermique de 1'eau a 20 °C de I'ordre de 0,6 W / m °C.
On prendra pour la viscosité dynamique de I'eau, u = 10-3 kg m s-1.

6- Ecrire le bilan thermique des échanges entre le tube contenant l'eau de refroidissement et le
métal environnant, le flux thermique extrait du métal chaud élevant la température de 1'eau (fluide
caloporteur) pour une longueur totale de tube de 1m. Evaluer alors la température finale du métal
Ty en fonction d'une durée At de circulation du fluide caloporteur. Montrer notamment que la
dépendance entre T et At n'est pas linéaire, et que le refroidissement du métal est globalement

plus rapide en présence du dispositif de convection forcée.
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MEC326B - Transferts thermiques

controle continu n°2, lére session

Exercice : Champ de température d'une sphére immergée dans un
fluide

Une sphére de rayon R et de coefficient de conductivité thermique A; est immergée dans un
liquide immobile de conductivité thermique A,. Une source de chaleur est disposée trés loin de la
sphere (2 la limite a I'infini) produisant un gradient de température supposé constant dans le fluide
de la forme %]F: =A, ou r représente la coordonnée radiale prise autour de la sphére (r = 0

correspond simplement & son centre), et ou A est une constante positive. Le champ de
température est donc implicitement supposé €tre une fonction de la coordonnée radiale r
uniquement.

1- En dehors des sources thermiques, qui sont donc repoussées a l'infini, il est supposé que
'équation de la chaleur se réduit a I'équation de Laplace AT = 0, ou A représente le Laplacien

scalaire. La solution générale de cette équation est prise sous la forme de deux termes distincts. Le
premier est noté 7(r) = A r. Montrer qu'une telle solution vérifie bien 1'équation de Laplace en

tout point r. Le deuxiéme terme est pris sous la forme 7(r) = A/ r* . Montrer qu'il valide bien la

condition limite pour r infini, mais que par contre, il existe une singularit€ au centre de la sphére
(pour r = 0).

2- Justifier finalement que le champ de température admissible s'écrit pour la sphere
T.(r)=C,Ar, et pour le fluide l'entourant To(r)=Ar+ C,A/r*, ou C; et C, sont deux
constantes arbitraires. Ecrire alors les conditions aux limites a la surface de la sphére (en r = R) a

la fois sur le champ de température, ainsi que sur le flux de chaleur échangée. Aboutir ainsi au
calcul des deux constantes C; et C,. Montrer que le champ de température a l'intérieur de la

sphére et dans le fluide environnant s'écrit finalement sous la forme :

— 34 . _ A-4 RY
Pour r <R, T,(r) = Ar: Pour r >R, Ty(r) = 1+(m- (B)|ar.

A+24,




3- Montrer alors que les deux conditions aux limites de la question 2- sont bien vérifiées a la
surface de la sphére (en R = r) a la fois pour le champ de température, ainsi que pour le flux de
chaleur échangée. Que se passe-t-il lorsque A; = A5, c'est a dire pour le cas ol la sphére et le
liquide l'entourant possédent la méme conductivité thermique ? Est-ce que le résultat obtenu vous
semble normal ?

4- On suppose dorénavant que le fluide caloporteur entourant la sphére se déplace avec la vitesse
U le long d'un axe noté y. Ecrire alors 1'équation de Fourier généralisée & deux dimensions (ici
notées x et y). Est-ce que le champ de température vérifie encore dans ce cas une équation de
Laplace du type AT = 0 ? Par quelle équation générique faut-il la remplacer. En repartant du

champ de température dans le fluide de la question 2-, admissible ici que pour de faibles vitesses
d'écoulement U, montrer alors que AT=UA/ y, ou x représente la diffusivité thermique

__A
Z_PCP

d'écoulement).

. Discuter ce résultat, ainsi que les hypothéses et le cas limite ou U = 0 (absence
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LICENCE ST mention MECANIQUE

Controle n°1 de thermique (MEC 326B)

1. Isolation d’un four (4 points)

Un four est constitué de briques réfractaires de 20 cm d’épaisseur (conductivité A, = 1.5 W/(m.K)). Il

est recouvert d’un matériau isolant de conductivité A, = 0.07 W/(m.K). La température de la paroi

interne du four est 1200°C, la température de la paroi externe de I'isolant est S0°C.

Calculer I’épaisseur d’isolant nécessaire pour limiter les pertes thermiques &4 1000 W/ m’. On
considére pour simplifier que 1’épaisseur d’isolant n’a pas d’influence sur la température extérieure du
four.

2. Calorifugeage d’une canalisation (8 points)

Une canalisation cylindrique (diamétre extérieur 4 cm) de température extérieure 90°c traverse I’air
ambiant & 20°c (coefficient de convection # =4 W/(m’K)).

a) Calculer le flux thermique perdu par métre de canalisation.

b) On entoure la canalisation d’un isolant de conductivité A = 0.2 W/(m.K). Comment sont disposées
les résistances thermiques mises en jeu ? Etablir I’existence d’un rayon critique d’isolant. Calculer le
flux thermique perdu pour ce rayon critique. Donner une interprétation physique de ce résultat.

c¢) Calculer la température de la face externe de !’isolant dans le cas précédent (rayon critique
d’isolant).

3. Nombre de Nusselt en convection forcée (8 points)

Pour les transferts thermiques par convection, on définit le nombre de Nusselt, N, comme étant le

rapport N, = %{ , ol & représente la conductance (pour la loi de Newton de la convection), A la
conductivité thermique (pour la loi de Fourier de la conduction), et £ une longueur caractéristique. Le
nombre de Nusselt peut s'exprimer de fagon générale  partir du nombre de Reynolds, R, et du
nombre de Prandtl, P, , par exemple sous la forme : N, = Cte R/ P’ ol a etdb sonta priori des

puissances arbitraires (fractionnaires ou quelconques).
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1- Expliquer, en vous appuyant sur les dimensions de chaque quantité, ce qui justifie que les
puissances a et b soient a priori quelconques.

2- Pour une plaque plane, en régime laminaire, N,=0,332 Rel/3 P% | alors que pour un tube
cylindrique en régime turbulent N, = 0,023 R:/j P,2/5 . Montrer que I'évaluation du rapport de ces deux
quantités autour de la transition turbulente (R, = 2200) est de l'ordre de I'unité (on prendra la valeur
du nombre de Prandtl pour I'eau a 20 °C, P, = 6,87).

3- Calculer alors ce rapport entre les deux régimes (laminaire d'une part, et turbulent d'autre part),

lorsque le nombre de Reynolds turbulent est égal a 10 fois, puis 100 fois le nombre de Reynolds
laminaire. Quelle conclusion pouvez-vous tirer sur la meilleure efficacité du transfert thermique par
convection forcée en régime turbulent par rapport au cas du régime laminaire, et quelle est la loi de
dépendance avec le nombre de Reynolds de cette efficacité ? Quel commentaire pouvez-vous faire de
ce résultat ?
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MEC326B - Transferts thermiques

controle continu n°2, lére session

Exercice : Convection forcée dans une conduite - Calcul de la
longueur critique d'échauffement du fluide caloporteur

On considere le probléme de la convection forcée dans une conduite cylindrique, de diamétre d et

d'axe orienté le long de Oz. Le fluide de masse volumique p, de chaleur massique a pression
constante C,, s'écoule le long de z en régime permanent laminaire. On supposera dans tout le
probléme que les paramétres physiques du fluide sont constants sur la gamme de variation de la
température observée. La conductance moyenne, réglant les échanges par convection entre le fluide
caloporteur et la paroi solide de la conduite est noté h. Le fluide pénétre dans la conduite a la
température 7 et il en ressort, aprés avoir parcouru la distance L avec une vitesse d'écoulement
U, alatempérature T, (avec T,, > T;). La paroi de la conduite est maintenue avec un dispositif de
chauffage appropri€ a la température T (avec Ty > T, > T;).

Are e

. e Rt I ;i N/ [RPPESPs & ey, .
1- Justifier que le bilan thermique simple 'entre e flux de Chaleur apporté par les parois de la
conduite, et celui recu par le fluide, peut s'écrire sous la forme :

g=hndL(T;~T)=mC,(T,-T),

avec T, = (T;+T,)/2. Exprimer ce que représente la quantité 2 et donner son expression en

fonction de p, U et d. Calculer alors l'expression de la longueur L permettant d'élever la
température du fluide caloporteur de 7; a7,

pudc, (T,-T)
4h (Ts - Te)
l'aide de 1'équation aux dimensions que cette expression correspond bien a celle d'une longueur.
Effectuer le calcul de L pour le cas des valeurs moyennes suivantes des parametres physiques : p =
982 kg /m3;U=0,02m/s:d=002m3 Cyrer 4418 k¥ Fkg *C-h = 150- Wi/ m2°C: TS
7o = 80°C ;[ Tr = (oo T
3- La longueur critique L. pour ce probléme est définie comme étant la longueur de la conduite telle
que la température de sortie du fluide caloporteur est celle de la paroi chauffée de la conduite (7, =
T,). Montrer que dans le cas, ou T, = T, on obtient L, = 3 L calculé a la question précédente.
Discuter alors en détail les trois cas particuliers suivants, & partir de l'expression générale de la
longueur L fournie a la question précédente : a)casou T, =T; ;b)casou Ty >>7T, >T; ;casol
T,=T,

2- Cette expression de L est fournie par la relation suivante : L =

. Montrer a

]
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MEC326B - Transferts thermiques

controle terminal, 2éme session

Exercice : Conduction en régime dépendant du temps (7 points
environ)

Une bille d'acier de 5cm de diameétre initialement & la température uniforme 7; = 600°C est
soudainement placée dans un environnement d'air maintenu a 100°C.

Caractéristiques de 1'acier
Coefficient de conduction : A =35 W/(m.K), chaleur massique : ¢ = 0.46 kj/(kg.K), masse volumique
:p=7800 kg/m3, coefficient de convection de l'air a la température considérée : h = 10 W/(m”.K).

1. Donner la définition du nombre de Biot du syst¢me et le calculer. Conclusion ?

2. Faire le bilan énergétique de la bille et en déduire 1'équation différentielle régissant 1'évolution de
sa température.

3. En déduire le temps #r nécessaire pour que la bille atteigne la température 7' = 200°C.

4. En intégrant le flux de chaleur perdu par la bille entre ¢ = O et 7, retrouver la quantité¢ de chaleur

fournie 4 l'air ambiant jusqu'a ce que la bille atteigne la température 7. Peut-on retrouver ce résultat
plus simplement ?

Probléme : Convection forcée dans une conduite - Distribution
spatiale du champ de température pour le fluide en écoulement (I3
points environ)

On considére le probléme de la convection forcée dans une conduite cylindrique, de rayon R et

d'axe orienté le long de Oz. Le fluide de conductivité thermique A, de masse volumique p, de
chaleur massique a pression constante C,, s'écoule le long de z en régime permanent laminaire. On

supposera dans tout le probléme que les paramétres physiques du fluide sont constants sur la
gamme de variation de la température observée.

1- L'écoulement est supposé étre du type de Poiseuille, et on écrira en conséquence (sans
démonstration ici) I'expression du champ de vitesse pour les particules du fluide sous la forme :

v(r) =2v, (1 - %) , ou r représente la coordonnée radiale (0 < r < R). Calculer la valeur



R
moyenne de v,(7), V,,,, fournie par I'expression Vy,, = %J; v(r) dr , et trouver la relation entre

Vimoy €t Vp. Quel commentaire vous inspire ce résultat ?

2- On suppose que la paroi de la conduite est chauffée de telle maniére que sa température
augmente de facon linéaire le long de z, sous la forme 7(z,R) = A z. La distribution de la
température dans le fluide est notée T(z,r) = A z + f{r), avec fiR) = 0, et telle que la fonction f{r)
soit exempte de singularité en r = 0. Ecrire I'équation de Fourier généralisée a une dimension a

partir de la relation générale v.grad T = x AT , avec X=A/p Cp , et ou le laplacien scalaire de T,
noté AT s'écrit AT(r) = % —g; (r ‘2—];) , en utilisant l'expression de v,(r) de la question 1-. Montrer

que l'on obtient finalement pour f{r) 1'équation  différenticlle  suivante

&f 1df |, Av (P _
d—r2+—’:$+2T(—2—1)—0 .

3- Une solution de cette équation est prise sous la forme : f(r)=F;+ Br*+ Cr* . En utilisant les
conditions aux limites en r = O et en r = R, cf. question 2-, calculer F, o B et C et montrer finalement

que:f(r)=Foll_%(__}%)2+%(£)4J , avec Foz—%Av)'sz |

4- Vérifier la relation f{R) = 0, et discuter ce résultat en relation avec les hypothéses retenues. En
calculant f{R/2), ainsi que d'autres valeurs de f{r) pour 0 < r < R, montrer que f{r) < 0. Quelle
interprétation physique ce résultat vous inspire ?

5- Calculer la densité de flux de chaleur g =A % , avec T(z,r) = A z + f{r). Montrer que
q= % pCrAv, R . Ce résultat indique que g est indépendant de la conductivité thermique A.

Quelle interprétation ou commentaire pouvez-vous apporter vis a vis de ce résultat ?

6- Pour un écoulement a faible nombre de Reynolds, on suppose que la prise en compte de la
viscosité du fluide 4 dans 1'équation de Fourier généralisée puisse se mettre sous la forme de

2
l'équation suivante : X AT =— 5% (%) , avec la vitesse v(r) fournie a la question 1-, ainsi que
P

le laplacien de la température AT & la question 2-. Terminer les calculs pour aboutir a la relation

Pr v2 C
suivante : % % (r ‘ZJ—Z) =-16 rc:,,, % ,ou Pr= EX‘E représente le nombre de Prandtl.

7- Résoudre cette équation suite a deux intégrations successives autour de la variable r, et aboutir a
. . Pr v2 . . .
la solution suivante : T(r) =- C % +CiInr+C, . En utilisant les conditions aux limites
P
suivantes 7(r=0) = Ty, et T(r=R) = Tg, montrer que C; = 0, puis calculer C,. Montrer finalement

que: T(nN-T, =—MTV’3'[1—(%)4] .
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MEC326B contrdole continu 2éme session

On considere un barreau cylindrique d'axe orienté le long de Oz, de longueur L et de

section S, de conductivité thermique A. Ce barreau est en contact & ses extrémités sur
deux plaques treés épaisses maintenues aux températures 7; (enz = 0) et T, (en z = +L).
I1 est entouré par un fluide de température 7, qui échange avec le barreau de la chaleur
par convection (loi de Newton, conductance A).

1- Reprendre les calculs réalisés en cours, pour établir le bilan énergétique prenant en
compte d'une part la loi de Fourier de la conduction, et la loi de Newton de la convection.
On suppose qu'il n'existe aucune source de chaleur au sein du barreau. Montrer alors que

le champ de température réduit &z) s'écrit sous la forme :
0(z) =T(z) = T.=Cexp (—mz) +Crexp (+mz) .

Quelle est la signification de la constante m dans cette expression ? Quelle forme prend-
elle pour un barreau de section cylindrique de rayon r ?

2- On suppose que Ty, _ .7y = T. Ecrire les deux conditions aux limites pour € (en z =0
eten z = +L). Calculer les deux constantes C; et C5. Montrer alors que le champ de
température général prend la forme suivante :

0(z) = —2—3%;1—[:{ (1 —exp(— mL)) exp ( +mz) - (1 —exp(+ mL)) exp (— mz)} .

Vénfier que cette expression permet bien de retrouver les conditions aux limites de départ

O=0) = 01 ; Gp=+1) = 0;. Calculer alors la température au milieu du barreau, montrer

quelle peut se mettre sous la forme 6,_.,, =2 6, % Montrer alors, en vous

appuyant sur l'allure de la fonction sinus hyperbolique (sh), que cette valeur est forcément
inférieure a 6.

3- On suppose dorénavant que 7, _ ;) = T Ecrire les deux conditions aux limites pour

0 (enz =0 eten z = +L). Calculer les deux constantes C; et C,. Montrer alors que le
champ de température général prend la forme suivante :

_ exp ( —mz) exp (+mz)
0(z) = 91{1 —exp( - 2mL) t+ 1 —-exp(+ 2mL)} )

Vérifier que cette expression permet bien de retrouver les conditions aux limites de départ
O=0)= 01 ; O=41) = 0. Calculer alors la température au milieu du barreau, montrer
ch (mLi2) — ch (3mL/2)

1-ch(2mL)
alors, en vous appuyant sur l'allure de la fonction cosinus hyperbolique (ch), que cette
valeur est forcément inférieure & 0;.

quelle peut se mettre sous la forme 6.../y = 91{ } . Montrer



4- On suppose dorénavant que Ty, = 1) = T>. Ecrire les deux conditions aux limites pour

0 (enz=0 eten z = +L). Calculer les deux constantes C; et C,. Montrer alors que le
champ de température général prend la forme suivante :

6(z) = m (91 exp( +mL) — 62) exp( —mz)— (9] exp(—mlL) - 02) exp (+mz)

5- Vérifier que cette expression permet bien de retrouver les conditions aux limites de

départ 6,—g) = 0; ; 6;=11) = 6,. Calculer alors la température au milieu du barreau,
sh (mL{2)

sh (mlL)
en vous appuyant sur l'allure de la fonction sinus hyperbolique (sh), que cette valeur est
forcément inférieure & (6;-6,) /2.

montrer qu'elle peut se mettre sous la forme 6,_, 5, = (91 - 62) . Montrer alors,

6- Calculer pour cette configuration la quantité de chaleur échangée par effet de convection

L L

2 Q =f d q(2) =f h P 0dz. Montrer que cette quantité de chaleur totale échangée
0 0

s'écrit finalement (apres intégration et réarrangement) sous la forme :

hP|(6, + 0
=—-——(n‘2 Z)thmTL.

7- Effectuer le développement de la tangente hyperbolique (th) autour de zéro (th x = x)
et montrer que la quantité de chaleur totale échangée peut se mettre sous la forme
0 =hS§8,,, avecS =PL, et 0,,=1%

moy 2
ce résultat.

. Proposer une interprétation physique de

8- On considere dorénavant le cas d'une poutre conique de longueur L, de section variable
S(z) variable le long de l'axe z, d'expression S(z) =S0(1 —%), ou S, représente la

section de la poutre en z = 0 (la section étant supposée nulle pour z = + L). Ecrire la loi
de conservation de la chaleur (cf. question 1-), et établir la relation différentielle de

variation de la section sous la forme S(z+dz) = S(z) - % dz
9- Montrer alors que 1'équation de la chaleur peut se mettre sous la forme de ['équation
0 _ 2 1d0

différentielle suivante :d—Zz —-m L d::

10 - Montrer qu'une solution de cette équation différentielle peut s'écrire sous la forme :

6(2)=C,exp(ﬁ— ﬁ+m2)z +Czexp(21—L+ :é?+m2)z.

Ecrire alors les conditions aux limites en z = O et en z = + L. Discuter le cas limite du
barreau de section uniforme. Sachant qu'il suffit de considérer pour ce cas la limite

L — o=, montrer que l'on retrouve aisément la solution de la question 1- pour le champ
de chaleur, a savoir 6(z) = Ciexp (- mz) +Cexp (+ mz) .
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Université du Maine 17 mai 2005
UFR Sciences

LICENCE SCIENCES et TECHNOLOGIE
mention "MECANIQUE"

Controle de thermique (MEC 326B)

1. Question de cours

Deévelopper l'analogie entre résistance thermique et résistance électrique.

Quelle est la résistance thermique de deux plaques placées a) en série b) en paralléle ?
2. Régime variable

Une bille d'acier de 5 cm de diamétre initialement a la température uniforme 7,= 450° C est

soudainement placée dans un environnement d'air maintenu a 100°C.
Caracteéristiques de l'acier : Coefficient de conduction : 4 = 35 W/mK, chaleur massique : ¢ = 0.46
kJ/kgK, masse volumique : p = 7800 kg/m’.

Coefficient de convection de l'air 4 la température considérée : 4 = 10 W/m*K
2.1. Donner la définition du nombre de Biot et le calculer. Conclusion ?

2.2. Faire un bilan énergétique de la bille et en déduire 1'équation différentielle régissant 1'évolution de
sa température.

2.3 En déduire le temps nécessaire pour que la bille atteigne la température T = 150°C

2.4 En intégrant le flux de chaleur perdu entre ¢ = O et ¢, retrouver la quantité de chaleur fournie 2 l'air
ambiant jusqu'a ce que la bille atteigne la température 7 (t)
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Exercice sur la convection forcée dans une conduite chauffée en surface

On considére une conduite de diamétre D et de longueur L dans laquelle s'écoule de l'eau a la
vitesse U. La température de 1'eau a l'entrée de la conduite est T, alors que celle de la sortie est T,
La surface de la conduite est maintenue a la température 75 > T;. La conductance mise en jeu au
cours des échanges convectifs entre l'eau et la paroi solide est notée A, alors que la masse volumique

de I'eau est p, et la capacité calorifique a pression constante est C,.

1- Ecrire le bilan énergétique des échanges thermiques pour une tranche de fluide d'épaisseur dx,
située le long de I'axe x d'écoulement du fluide entre x = x et x = x + dx (cf. Figure jointe). La
température moyenne de 1'eau de la tranche d'épaisseur dx sera notée

T, = % (T(x) +T(x+ dx)) = T(x) . Montrer que I'équation de bilan peut s'écrire :

hnD(Ty-T()dv=C,p UL D ZLD 4

2- En effectuant le changement de variable 6(x) = T; — T(x) , montrer alors que cette équation peut

dé CpUD
s'écrire O(x) + A dEcX) =0, avec A= ":;h En considérant une solution de cette équation

différentielle sous la forme : 6(x) = K exp (— i—) , montrer en utilisant les conditions aux limites

8i-0y=Ts—T, et 6,.,,,=Ts—T, que la température de l'eau 7, a la sortie de la conduite s'écrit

finalement :
_ _ __4hL __4hL
TO_TS(l exp( CppUD))+T"exP( C,,pUD)'

En supposant que C,pUD >>4hL, cest a dire pour une vitesse d'écoulement U du fluide

suffisamment rapide, montrer que 7,, peut s'écrire : 7, = (TS - Ti) t‘%-" T;.
4

3- Le probléme est maintenant résolu par différence finie en considérant que la température de 1'eau
1

T, est la moyenne de T, etde 7; , T,=» (To + T,-) , c'est a dire en écrivant 1'équation de bilan

thermique sous la forme :

hnDL(TS-%(T,,+T,.))=c,,pU%DZ(TO-T,}.

Calculer 7, & partir de cette approximation. Sachant que l'inégalité de la question 2-
(C,pUD >>4hL) est conservée, montrer que I'on retrouve I'expression de 7, de la question

2-:T0=(TS—T,.)—C—I%(§‘T)—+T,..

4- Application numérique. Calculer T, , a partir de 1'équation complete :
Ly, 6 GpUD
_ hL(TS——Z-) +———4—— T,
’ e GpUD ’
2 4
ou bien 2 l'aide de I'équation simplifiée T, = (Ts - T,) AL T, , avec les données suivantes
C,pUD

(cf. Table jointe) : U=10cm/s;L=5m;D=0,1 m; T;=40°C; Tg =90 °C.

Les propriétés de 1'eau seront calculées pour la température moyenne T, = 1 (Ta + T,.) . Le nombre de

2
. . ) D V30 Y04
Nusselt Nu sera estimé a 'aide de 1a relation de Sieder et Tate : N, = 1,86 (f R, P,) (m) , oll Us

sera calculé a 90 °C par interpolation avec les données de la Table. Justifier que les deux expressions
de T, fournissent des valeurs numériques trés proches du faitque C,pUD >>4hL.



u x 10®

T T P 5 (Pa-s, or k B x 10* (gBp*/u*) x 10~°
C)  (K) (kg/m®) (kJ/kg-K) kg/m-s) (W/m-K) N, (7/K) (/K-m*)
0 2732 9996 4.229 1.786 0.5694 133  -0630
156 2888 9980 4,187 1.131 0.5884  8.07 144 10.93
26.7 2999 9964 4183 0860 0.6109  5.89 2.34 30.70
378 311.0 9947 4183  0.682 0.6283  4.51 324 68.0
65.6 3388 9819 4187 0432 0.6629  2.72 5.04 256.2
93.3 3665 962.7 4229 03066 06802 191 6.66 642
121.1 3943 9435 4.271 0.2381 0.6836  1.49 8.46 1,300
1489 4221 9179 - 4312 . 0.1935 06836 122 1008 2,231
2044 4776 8586 4522 01384 06611 0950 14.04 5,308
2600 5332 7849 4982 01042 06040 0.859 198 11,030
3156 5888 679.2 6322  0.0862 0.5071 1.07 315 19,260
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